ETUDE des STRUCTURES:
Les Trelllis

1. Definitions

2. Méthode des nceuds

3. Membrures particulieres
4. Méethode des sections
S. Trelllis composés



INTRODUCTION

Forces externes et Forces aux joints

Par exemple,
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Figure 6.1

L’ACTION d’une force et sa REACTION sur des corps en contact
ont la MEME INTENSITE selon la méme LIGNE D’ACTION
mais de SENS OPPOSE




Plusieurs structures (ponts, grues. pylones, certaines toitures) sont formees par
l'assemblage de plusieurs treillis relies de facon a former un ENSEMBLE RIGIDE
DANS L’ESPACE.

» Souvent, les membrures d'un treillis sont elancees et supportent treés mal les
charges latérales.
= Les charges doivent etre appliquees aux nceuds.

» Lorsqu'une charge doit etre appliquee entre deux nceuds (ou charge repartie).
= Prévoir un plancher qui, par I'intermediaire de ses éléments, transmet ces
charges directement aux nceuds de la structure (ex.: tablier de pont)

Longerons

— Piéce de pont
ou fraverse



» Le poids propre des membrures de treillis est aussi considere comme appliquee
AUX NOEUDS.

» Assemblages des nceuds = soudeés ou rivés

» Les axes des membrures aboutissant au nceud doivent se couper en UN SEUL
POINT :
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Treillis simples

Le treillis Ie plus simple est le triangle. Prenons, par exemple, la structure montrée a la

figure

Si une charge est appliquée sur un des nceuds supérieurs. la structure va

perdre sa configuration initiale.



TREILLIS RIGIDE

Les déformations du treillis sont petites et ne provoquent pas son effondrement.

» On peut augmenter la dimension du treillis présente en en ajoutant chaque fois

2 barres et un neeud (isostatique).



Le treillis peut etre isostatique. instable, ou hyperstatique




DIFFERENTS TYPES de TREILLIS
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Analyse des treillis articulés par la méthode des noeuds

Theories des treillis (Culmann)

Hypotheses :
1. Charges aux nceuds seulement
2. Efforts axiaux seulement (traction ou compression)

3. Ligne d'action d'une membrure passe par le noeud = [Z M, __.=01 J

Comme le treillis est a I'équilibre
» Chaque neeud doit aussi se trouver parfaitement a I'équilibre selon les équations
d’equilibre disponibles :

’ [Zszo et ZF},:D}




Les forces exercees par la barre sur les 2 neeuds d'extrémité doivent etre égales
et opposees.
La grandeur commune de ces 2 forces est appeleée «force dans la barre» (méme
s'1l s'agit en realite d'une grandeur scalaire).

Calcul des efforts dans les barres : Méthode des naeuds.

ﬂ.

L4

Isoler un nceud ou il n’y a que deux inconnues

Determiner les forces dans les barres se joignant aux nceuds en question en
utilisant les deux equations d’équilibre

SF=0 e >F=0

Passer au nceud suivant n’ayant que deux mconnues au maximum en
appliquant le principe d’action-reéaction

L’ equilibre de 1’avant dernier nceud permet d’obtenir les forces internes de
toutes les barres se rencontrant au dernier nceud

L’ équilibre du dernier nceud permet de verifier si le calcul a été fait
correctement

~

.




S1 le treillis contient "#" nceuds
» Il y aura "2n" €quations analytiques permettant de déterminer "2n" inconnues.

Le fait que le treillis tout entier est un corps rigide en equilibre
— On peut ecrire 3 autres équations sur le DCL global permettant de
déterminer rapidement les reactions d'appuis.

Exemple

Pour chaque element du treillis illustre., evaluez la

= r . . = F I . ‘)
force interne et precisez si 1I’¢élément est en tension ou g
en compression.




Solution ¥
DCL | . o . i i L - . E
Premiérement, il faut trouver les réactions aux appuis
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Definition d'un TREILLIS

Structure composee de membrures a 2 forces
Utilisees dans |la construction des ponts et edifices

Figure 6.2

Les points de liaison sont des joints ou nceuds

Sur la ligne AB, 2 membrures a 2 forces: AD et DB



CHARGES sur les TREILLIS

Structure réeelle: Assemblage de plusieurs treillis en reseau 3D

Figure 8.3

Figure 6.2

Membrures a 2 forces habituellement minces, supportent mal les forces latérales.
Les charges sont appliquées sur les nceuds et non sur les membrures.



FORCE dans les MEMBRURES

Joints entre membrures: Rivets, boulons, soudure

Membrures a 2 forces:
TENSION ou COMPRESSION

(a)
Figure 6.4



DIFFERENTS TYPES de TREILLIS
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TREILLIS COMPOSES

Assemblage de treillis simples
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29 membrures + 3 reactions aux appuis = 2(16 nceuds)
32 inconnues = 32 équations d’équilibre

27 membrures + 3 réactions aux appuis = 2(15 nceuds)
30 inconnues = 30 équations d’équilibre

Structure statiquement déterminée, rigide et complétement liée



TREILLIS COMPOSES

B D
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Figure 6.18

m+r>2n

30 membrures + 3 réactions aux appuis > 2(16 noceuds)
33 inconnues > 32 équations d’équilibre

Structure statiquement indéterminée, hyperrigide



TREILLIS COMPOSES
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m+r<2n

26 membrures + 3 réactions aux appuis < 2(15 nceuds)
29 inconnues < 30 equations d’équilibre

Structure hyporigide - Effondrement

Pour régler le probleme:
26 membrures + 4 réactions aux appuis = 2(15 nceuds)



Analyse des treillis par la méthode des sections

Calculs des efforts dans les barres : Méthode des sections (ou des moments) de Ritter.

"La methode des moments de Ritter consiste a etudier 1'équilibre rotationnel d'une
fraction de treillis 1solée au moyen d'une section menée imaginairement a travers le
treillis de facon a mettre a nu l'effort (ou les efforts) dans la barre (ou les barres) qui nous

intéresse (ent)".



1. Determiner les réactions a partir de 1’équilibre du DCL
global du treillis (si nécessaire !)

2. Faire une coupe (coupe « n-n ») a travers 3 membrures ou
moins (3 forces inconnues)

Tracer le DCL partiel de la fraction de treillis citée d'un cote
ou de l'autre de la coupe transversale « n-n »

2

4. Ecrire les 3 équations d’équilibre pour la partie 1solée du
treillis ne contenant qu’une seule inconnue :

(D= DFE=0 HtYE=0 (H9>M.=0
ou
HODIM,=0 HODIM;=0 (HO D M.=0
A, B et C ne doivent pas etre sur la meme droite !

Ou toute combinaison de trois équations ne contenant qu’une
seule inconnue




Cette methode permet de determiner 1'effort dans une barre d'un treillis sans avoir
a determiner les efforts dans toutes les barres.

La technique consiste a 1soler une partie du treillis sous la forme d'un DCL en
coupant le treillis a I'endroit ou I'on souhaite connaitre l'effort dans les barres.
Exemple 4.2

Calculez la force dans la barre DJ de la ferme de toit 1llustres.

10 D
10 k 4
C
6m
A . A




Solution

Dans ce cas si, 1l est impossible de tracer une section a travers DJ sans devoir couper
quatre ¢lements dont les efforts sont inconnus. Il faut donc faire une premiere coupe
(barres CD, CJ et KJ) avant d’analyser une deuxieme section contenant la barre DJ.

Avant de faire une coupe, 1l faut faire le DCL global pour trouver les reactions aux

appuis. |
10 D
v 10 k 4
g C
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ZFI:O S A,=0

ZMH:U - 10+44+10+8+10+16— G, *24=0 — Gy, =11,67kN

Z@:U > A, + G,— 10-10-10=0 — A, =183kN

Tragons un premier DCL partiel.

10
CD

L—T _ '
1_0 / 4n

4,47 m

4dm




Les barres coupees deviennent des forces imnconnues; 1l est donc possible de résoudre ce
systeme a trois imnconnues.

4
ZMA:G - (] (565)12—10*4—1{]*8:{] - C]=141kNC

4
ZMJ:G - CD (m)6—18,3*12—10*4—10*8:{] - CD =-18,6 kN

CD=18,6 kKN C



On peut calculer la barre JK, mais ce n’est pas necessaire pour solutionner le probleme.
On trace maintenant le deuxieme DCL.

—x
lom
S i A
A;[ L K J
. .
6 * 4m
4
ZMG:D—:-12D]+1{]*16+10*20—18,3*24—14,1*(565)12:U - D]

=166 kNT



Exemple

Deux bamres uniformes sont
retenues dans un plan
vertical. Si la masse de AC
est de 60 kg et celle de BD
est de 30 kg, et que les deux
barres ont leur centre de
masse au milieu de leur
longueur, calculez la force
supporteée par [’axe en A.




Solution

Est-ce que le systéme demeure rigide si on enléve les appuis?
Non. donc on doit faire des DCL partiels.
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Barre AB

ZMA=0 — —By*1+60(9,81) 0,75 =0 — B, =441,5N
ZFJ,:{} —» A, —60(9,81) +441,5=0 — A, =1472N

Zszn > By— A, =0 > By= A,

Barre BD

ZMD =0 — 30(9,81)%0,25+441,5+05— B, *05=0 — B, =5886N

A,=588.6 N

A= ’A;} + A2 = /147,22 + 588,62 = 606,7 N




LES PORTIQUES ET LES ARCHES

Les portiques

Un portique est compose d’éléments horizontaux ou inclinés pour reprendre les charges
verticales (les poutres), et d’éléments verticaux pour reprendre les charges horizontales

(les colonnes). On distingue deux types de portiques isostatiques, avec ou sans
articulations.

[’analyse d’un portique consiste d’abord a déterminer les réactions d’appuis et ensuite a
evaluer les efforts internes agissant aux joints ou aux articulations. La détermination des
efforts internes sera vue en Analyse des structures



Exemple 4.4 : Déterminer les réactions aux appuis du portique suivant.
(Tire de A. Samikiam).

3m I 4,5m 4,5m
- .* _I_ I

B B, T

6 m

w = 5 kN/m
REREEE

| |




Calcul des reéactions

. S5x6
d>M,=0 D, x12-20x3—=——=0 D, =12.5kN
> F, =0 Sx6-D, =0 D,, = 30kN
ZFJ} =0 A;rf +Drf —20=20 AF :?._SA'IV

Arches et portiques a 3 articulations

On appelle arche ou portique a trois articulations. une structure composee de deux
poutres droites polygonales ou courbes

(a) (b)



(a) (b)

7N

Arches et portiques a 3 articulations




Calcul des réactions d'appui

Une arche a trois articulations peut paraitre, a premiere vue, indéterminee

compte tenu de ces quatre inconnues composantes de reactions d'appui (deux a chaque

appui articulé . Toutefois. on remarquera qu'en plus des trois équations

d'equilibre usuelles, une quatrieme equation est disponible a cause de la rotule au point C

(LM/c = 0). 1l est evident que, s1 la rotule au point C n'existait pas. I'arche serait bel et

bien indeéterminee (trois €quations pour quatre inconnues).




Equilibre global de I’arche ABC : ZE =0 = (4, B)
SF =0 = fu4, B)
Zﬂ-f =0 = fn(B)

Equilibre partiel de AC : Zﬂ-{ c=0 = (4, 4)

Analyse d’une arche a 3 articulations



Exemple

Arche avec charge uniformement repartie
Considerer Il'arche parabolique a ftrois articulations
sollicitée par une charge uniformeément répartie de 30 kKN/m

Determiner les reactions d'appui et la force
transmise par la rotule C.

30kN/m
BEEEEEREEEEEEEEEEEEEE
rotule
T T
f”'ﬂfﬁ_ ¢ o
Iy - h=20m
X _r
A B
L=100m

Y

(a) Arche



30kN/m

EEEEEEEEEEEEEEEEEERER

(b) DCL en entier



30kN/m

IREEEERERENR

(c) DCL - AC



] sur DCL en entier

SMz=0
-4, x 100 + 30 x 100 x 100/2 = donc A4,= 1500 kN T
0

XF,=0
A,+B,-30x100=0 donc B,= 1500 kN T

SF. =0
A+ B, =0

. sur DCL du segment AC

EJM/C: 0
-4y x 50 + A, x 20 + 30 x 50%2=0 donc A4,=1875kN —
et B,=-1875 kN «



Introduction a I'etude des cibles

Définition: Elément flexible travaillant en traction; la traction dans le cible
varie lorsque le cble est chargé transversalement 3 son axe.

X }. X N
e |
w +
W

Charges concentrées Charge répartie
Fig. 7.25




Equilibre d'un élément infinitésimal du cible sous l'action d'une charge

répartie selon I'horizontale [w = w (x)].

Y
2F, =0: :
(T+dT)sin (0+d0)= Tsin O+wdx (54) — x4 dx- T +dT
—X—=
=v: - mem—— - L.
XF, =0 T‘?Tdex
(T+dTl)cos(@+dB)= Tcos 6 (55) o



sin (68 + dB) = sin 8 cos dO +cos 8 sin dO

Relati ' étri
clations trigonometriques { cos (8+ dB) = cos O cos dO - sin O sin d6

Ces relations ainsi que cos d0 =1, sin d6 = d@ et dT d6 = 0 donnent;

T cos 80dO+sin 0dT = w dx ou  ¢d(Tsin6)=wdx (56a)
-Tsin 8dO+cos 8dT =0 ou d (T cos ) =0 (56b)

L'équation (56b) signifie que la composante horizontale de T ne change
pas, ce qui est évident sur la figure 7.26. La composante horizontale,dé-
notée H, est donc constante le long du cible. Selon I'équation (56b):



En substituant 7" = H/cos6 dans (56a) et avec tand = dy/dx, on obtient;

d’y  wx)

dx2y= = (58a)
a4y _ 1

ks fw(x) dx + K, (58b)
y=-,},—Irfw(x)dx]dx+K1x+K2 (58¢)

Solution avec charge uniforme (w = constante)

(choix du systéme d'axes au point le plus bas du cable; T=Hen x =0
si le cable est horizontal en x = 0).

L'_Lb e o L, }’
Yy |
| 4
N | S
hb Sb |
i
w = charge par unité de longueur - V
(longueur du céble: S,+ Sy) T
Fig. 7.27
dy _ WX :
dc: H +K 1




La constante d'intégration est nulle (K'y=0) si, pour x =0, dy/dx = 0,

Le céble prend donc une forme parabolique sous une charge uniforme.

Puisque y=h, enx=L, —» H=wa,/2 ha (60)

Selon la figure 7.27:
T=yH%+ (wxp (61)

T=wyxl+(222h,) ()




A x=L, ,onobtient

Toa =W Lo Y1+ La/2hs) (63)
On peut démontrer que
2 ha 2 2 chg
a =Lg [ 3 (La g (La) ] (64)

Pour la portion de cable située entre l'origine et 'appui B, il suffit de rem-
placer h, par hy, L par L et S, par Sp-



Pont suspendu h,=h La=-—é’- , =128,
h 1
(-L'"‘ 7)
Trs = 22 V1 +(Li4R ) (65)
— 8 (h\2 32kt
S-—L[]. +-§(-E') - 3-(-[-) ] (66)

(67)



Fig.7.28
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